Ubungen zu / Anwendungen von Differenzialgleichungen

1.0 Fiir y = C - e* gilt bekanntlich y' = y, fliry = C - e gilt y' # y, aber y"' = y; fir y = cos (x) und

n

y =sin(x) gilty' #y,y" #y,y" # y,abery
y' #v,y" # y,aber y""' = y zu untersuchen.

nrr

= y. Es liegt nahe, noch den fehlenden Fall

1.1 Zeigen Sie, dass y(x) = C - cos ﬁx -e7*/2 und y(x) = C - sin ﬁx - e7*/2 jeweils fiir alle C € R
2 2

Losungen dieser Differenzialgleichung sind.

1.2 Ermitteln Sie fiir die erste Moglichkeit die spezielle Losung mit y(0) = 1.

2 Sind an einer chemischen Reaktion jeweils n Edukt-Teilchen beteiligt, dann spricht man von einer Reaktion
der Ordnung n, und fiir den Zusammenhang zwischen Reaktionsgeschwindigkeit und Konzentration des
Edukts giltdann: v=—-¢=k-c* (mitk > 0)

Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf der Reaktion; die Konzentration zur Zeit t = 0 sei dabei c,.

(Tipp: Unterscheiden Sie die Fille k = 1und k > 1.)

3.0 Laut Stephen Hawking haben schwarze Locher eine Temperatur T,

hc?
T=—
1672ksGM

mit der Planck-Konstante h, der Lichtgeschwindigkeit ¢, der Boltzmann-Konstante kp, der Gravitations-
konstante G und der Masse M des schwarzen Lochs und geben deshalb Strahlung ab (Hawking-Strahlung).
Laut dem Stefan-Boltzmann-Gesetz gilt fiir die Strahlungsleistung P

8moky
p =
15h3c?

mit dem Radius R des schwarzen Lochs, und fiir diesen Radius gilt laut Karl Schwarzschild wiederum

R?*T*

2GM
c?

R =

. Diese abgegebene Strahlung sorgt fiir eine Abnahme der Energie des schwarzen Lochs,

P = —E, und da nach Einstein bekanntlich E = Mc? gilt, nimmt dadurch auch die Masse des schwarzen

P
EE.

Lochs ab, M = —

hc*

-2
30720m2G2 M folgt.

3.1 Zeigen Sie, dass insgesamt die Differenzialgleichung M = —

3.2 Zeigen Sie, dass sich fiir die Anfangsbedingung M (0) = M, folgt

M(t) = ’ het t+ M3
B 102407262 0

3.3 Berechnen Sie fiir ein schwarzes Loch der Anfangsmasse M, = 1031kg (das ist fiinfmal die Masse

unserer Sonne), wann es komplett ,,verdampft‘‘ist (also M = 0 ist).



4 Der sogenannte Hubble-Parameter H beschreibt die Ausdehnung des Universums. (Genauer gilt
fiir Galaxien im Abstand d von uns, dass sie sich mit der Geschwindigkeit v = H-d von uns ent-
fernen.) H dndert sich mit der Zeit sowohl wegen der Gravitation der Massen im Universum als

auch wegen der sogenannten dunklen Energie. Insgesamt gilt folgende Differenzialgleichung:

87TGA)
3

mit der Gravitationskonstante G und der sogenannten kosmologischen Konstante A, welche die

Dichte der dunklen Energie angibt. Zur Vereinfachung kiirzen wir den zweiten Term ab:

H = —g(HZ — k?).

Losen Sie diese Differenzialgleichung unter der Bedingung, dass ltirr(} H(t) = oo gilt, d. h. am Anfang verlief

die Ausdehnung des Universums unendlich schnell (,,Urknall**).

5.0 Fallt ein Kbrper der Masse m im Gravitationsfeld der Erde, so gilt fiir grole Abstidnde r zum Mittel-

mmg

punkt der Erde das Gravitationsgesetz F = —G mit der Gravitationskonstante G und der Erd-

r2
masse mg. Andererseits ist F = ma = m#, also folgt die Differenzialgleichung 2. Ordnung

mmpg

mi = —G

r2
Daraus kann man mit einem Standardtrick eine Differenzialgleichung 1. Ordnung machen: Beide

Seiten mit 7 multiplizieren,

mmg |
r

mii=—6—,
r

und dann beide Seiten mithilfe der Kettenregel jeweils als zeitliche Ableitungen schreiben,
d (1 .2\ i mmg
a(Gmit) =5 (657).

Nach Integrieren folgt also

gmf2=6ﬂ§£+c bzw. §m¢2—63§£=0(ﬂ

Der erste Summand ist nun die kinetische Energie Sm v2, der zweite ist die potenzielle Energie im

Gravitationsfeld. Insgesamt driickt die Gleichung schlicht die Energieerhaltung aus,
Exin + Epot = Egesame = konstant.

5.1 Betrachten Sie nun den Spezialfall, dass die gesamte Energie gleich 0 ist, also auch C = 0. Auflerdem

fassen Sie die physikalischen Konstanten in (*) zusammen zu einem Faktor b. Dann erhalten Sie die

Differenzialgleichung 1. Ordnung

S
r = —_—
7

mit r, t > 0. Da ein Korper betrachtet wird, der fillt, muss 7 < 0 sein, also benétigen Sie das Minus-



zeichen in dieser Differenzialgleichung. Ermitteln Sie dafiir die allgemeine Losung.

5.2 Ermitteln Sie aus der Differenzialgleichung (*) fiir die Anfangsbedingungen r(0) = ro, v(0) = 0 die Zeit ¢,

die es dauert, bis der Korper bei r = 0 angekommen ist (,,Kollisionszeit*‘). Tipps: Berechnen Sie zunéchst

den Wert von C. Die Substitution z = % ist dann hilfreich.
/ —

6 Wie in Aufgabe 4 betrachten wir eine Bewegung im Gravitationsfeld, aber diesmal nicht einfach einen
Korper, der fillt, sondern einen Kdrper der Masse m, der sich um einen anderen mit der deutlich schwereren
Masse M herum bewegt, z. B. der Mond oder ein Satellit um die Erde, oder die Erde oder ein anderer Planet

oder Asteroid oder Komet um die Sonne usw. Fiir die gesamte Energie gilt dann

1 . L? mM
“m7?+ -G—=E
2 2mr?2 r

do

mit dem Drehimpuls (bzw. eigentlich dessen Betrag) L = mr2w = mr? e wobei r der momentane

Abstand zum Zentralkorper ist und ¢ der momentane Winkel zur x-Achse:
g

b

m
7.‘\

(o }
M

(Die Herleitung der obigen Differenzialgleichung erfordert viel Rumgerechne mit Skalar- und
Vektorprodukt, siehe Schluss der Lésung.)

6.1 Diese Differenzialgleichung ist nicht direkt 16sbar, man kann also nicht direkt angeben, wie sich der

Korper in Abhingigkeit von der Zeit auf der Bahn bewegt. Aber man kann zumindest die Form der Bahn

) . . i . d d . .
berechnen. Zeigen Sie dafiir zunédchst mittels der Kettenregel, dass = T'((p (t)) = i . # ist und damit,

dass aus der obigen Differenzialgleichung folgende Differenzialgleichung fiir r(¢) erhélt:

2 (dr\? 12 mM
(£) +55-G6="=F.
2mr* \de 2mr?2 T

2
6.2 Zeigen Sie dann, dass sich nach Trennung der Variablen und Einfiihrung der Abkiirzung p = G;—ZM
folgende Gleichung ergibt:

dr

, ZmE_1 2
r L2 r2  pr

[
.
S

6.3 Zeigen Sie anschlieBend, dass man mittels der Substitution r = %und der weiteren Abkiirzung



2
2 = ZmLip + 1 auf folgende Gleichung kommt:

—du

Ve —(u—1)?
6.4 Beide Seiten konnen nun integriert werden, wenn man links die weitere Substitution u = ecosz + 1

verwendet. Zeigen Sie, dass sich nach Integration und den beiden Resubstitutionen schlieBlich ergibt:

_ p
r_scos((p+C)+1'

Dies beschreibt nun die moglichen Bahnen: Fiir ¢ = 0 hat man einfach r = p, der Abstand ist also
konstant, d. h. es ergibt sich eine Kreisbahn. Alle anderen Félle sind nicht so offensichtlich: Fiir

0 < € < 1 hat man eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine Parabel, fiir ¢ > 1 eine Hyperbel. Neben der einfachen
Fallbewegung in einer geraden Linie (Aufgabe 4) hat man damit alle moglichen Bahnen im Gravitations-

feld gefunden.

7 Betrachtet man kugelsymmetrische Wellenfunktionen 1 in einem kugelsymmetrischen Potenzial V, so

kann man die Schrodinger-Gleichung in der folgenden Form schreiben:

— o=~ (rY@) + V) ) = Ep(@),
wobei i = % ist, m die Masse des Elektrons, r der Abstand des Elektrons zum Zentrum und E die
Energie. Insbesondere (a) in einem kugelsymmetrischen Potenzialtopf mit Radius R und unendlich hohen

2
0 r=R (b) beim Wasserstoffatom hitte man V (r) = — —<— mit der

o r>R’ 4meyr

Winden hétte man V(r) = {

Elektronenladung g,und der Dielektrizititskonstante &,.
Ignorieren wir die ganzen physikalischen Konstanten bzw. fassen wir sie in Abkiirzungen zusammen, so

konnen wir dies Schrodinger-Gleichung einfacher schreiben als
1 " . 1 "ok
@ —~(x p@)" =& Pp(x) (firr <R) bzw. (b) —=(x P)) — =) = & P(x).

Zeigen Sie, dass (a) die Funktionen ,,(x) = Sm(x—T) mit n € N* die Differenzialgleichung 16sen, wenn

kx

2.2
nRZ ist, und auBerdem auch die Randbedingung erfiillen, bzw. (b) die Funktion i(x) = e 2 die

E =

2
Differenzialgleichung 16st, wenn € = — k: ist.

Anmerkungen:

1) Wer sich fragt, warum in der Schrédinger-Gleichung die Ableitung nun so kompliziert aussieht (statt

einfach nur dem gewohnten ¢''(x) ): Das liegt erstens daran, dass wir hier dreidimensionale Probleme



2)

betrachten, die Wellenfunktion also von allen drei Ortskoordinaten x,y,z abhingt und deshalb
2 2 2
%lp(x, y,z) + j—yzlp(x, y,z) + %w(x, Y, z) notig ist (warum eine Summe? weil dieser Term fiir die

kinetische Energie steht, und fiir die gesamte kinetische Energie addiert man ja alle kinetischen Energien

in alle drei Raumrichtungen), und zweitens daran, dass wir hier die Abhéngigkeit der Wellenfunktion

vom Radius r betrachten, der ja seinerseits iiber r = \/x? + y? + z2 von x,y,z abhingt. Fiir jede
Ableitung der Wellenfunktion ¥(r) nach einer dieser drei Koordinaten muss man also die Kettenregel
verwenden, bei der zweiten Ableitung ist dann auch noch die Produktregel notig. Wer will, kann ja mal

versuchen zu zeigen dass sich dann ergibt

dzll)(r) 2dy(r)

rdr

ll)(r(x »2)+ o3 w(r(x ¥,2)) + ll)(r(x y,2)) =

(Tipp: Es ist hilfreich, als Nebenrechnung erst mal E un d — zu berechnen.) Mittels der Produktregel

kann man dann zeigen, dass man dies, so wie oben behauptet, kiirzer schreiben kann,

1 d2 dzw(r) 2dy(r)
r dr? 7 (r () = T

Die Wellenfunktionen in (a) beschreiben fiir Jewells unterschiedliche Werte von n € N* alle kugel-

symmetrischen Losungen; die Losung in (b) beschreibt nur den niedrigsten Energiezustand, also das 1s-
Orbital; fiir hohere (kugelsymmetrische) Energiezustinde, also hohere s-Orbitale, muss man in (b) in
der Exponentialfunktion noch den Exponenten abdndern und sie auBerdem mit geeigneten Polynomen,
sogenannten ,,zugeordneten Laguerre-Polynomen*‘, multiplizieren:
kx j | }
—e e YRL(_EY ™M o *
Pp(x) =e 2 fa ( n) oSooGey X mitn €N

Wer eine wirklich grofle Herausforderung sucht, der kann ja mal versuchen, zu zeigen, dass diese

2
Funktionen tatsdchlich alle die Schrédinger-Gleichung 16sen, jeweils mit &, = — f?.



2 2
y”(x)—C-[—cos(;x)-\/z—g-g-e )zc—sm(\/z—gx) g'e_x %—sm(gx) ;.e—ﬁ 1y
oo (B 22
=C [—cos(?‘?’x)-% e ;+51n(§x) ?3 _E]
y"'(x)=C [sin(ﬁx)-g-—-e )zc—cos(ﬁx) % e 2 —+cos(£x)-§-§-e 2 4

= ( - cos (gx) e z = y(x); die Rechnung fiir y(x) = C - sin (gx) - e/ |3uft genauso

X

1.2 y(0)=C - cos(0)-e® = C; y(0)=1 -)c=1-)y(x)=cos(§x)-e 2

2 Der Fall n = 1 entspricht genau dem radioaktiven Zerfall (nur wird eben statt der Anzahl N hier die
Konzentration ¢ betrachtet), die Losung ist also schon bekannt: c(t) = ¢, - e *¢, die Konzentration
des Edukts nimmt also bei einer Reaktion erster Ordnung exponentiell ab.

Fiir n > 1 fiihrt Trennung der Variablen erst mal auf

¢ "dec = -k - dt,
und Integration ergibt dann
C—n+1
=—k-t+C;
-—n+1

wegen dem —n + 1 muss man eben den Fall n = 1 extra betrachten!

Die Anfangsbedingung c(0) = ¢, fiihrt auf

Can-l'l

—n+1=

Nun muss man noch nach ¢ auflésen; am Ende kann man schreiben:

c(t) = ((Tl -1 k-t+ Cé_n)l/(l_n)

Wegen n > 1 ist der Exponent immer negativ, es ergeben sich also Hyperbeln.

. 61,4
3.1 Zuniichst folgt aus M = —— und P = ~2<E R2T* dass
c 15 °c
6,4
_ 8m°kp R2T4
15h3c*

. . . 2GM .
1st. Darin setzen wir nun R = und T = ————ein,
c? 16 2kgGM

. 8mCk} (201\4)2 he?\*
~ 15h3¢*\ ¢2 16m2kzGM |’

16sen die Klammern auf,



_ 8m®kp 4G2M?*  h*c'?
~ 15h3c*  ¢*  164mBkEGt M*

und nach Kiirzen bleibt schlieBlich das behauptete Ergebnis

4
- hc ,

- M
3072012G?
3.2 Trennung der Variablen fiihrt auf

M2dM = hel g
~ 30720m2G?
und Integrieren dann auf
- M3 = he? t+C
37 30720m2G?2 ’
also
M3 = he? t+3C
~ 10240m2G? '
Anfangsbedingung einsetzen:
M3 = he” 0+ 3C
0 10240m2G2 ’
also folgt 3C = Mg und damit schlieBlich das behauptete Ergebnis
M(t) = ’ he t+ M3
| 10240m2G?2 0
. 3 hc*
33 M = Oeinsetzen: 0= \/—ﬁt + M3
10240 26

auflésen nach t:

[ 102407T262M3
N hc*

Zahlenwerte einsetzen:

3 \2 3
10240-3,142-(6,67-10_11:17) (1031kg)
t = — g — ~ 8,36-107°s ~ 2,65
6,63-1073+ X1 (3,00-1087)

- 10°° Jahre



4 H=—2(H?-k?)

H? — k? = 0 = H = +k: Widerspruch zur Anfangsbedingung, also keine Losung

H 3
H:/:ik —m—z
FS: [ ——dx=—In|">|+C & —In k+—H=—t+C mit C € R
a*—x 2a k—H
> In |k+H|—3kt+2kC-) | = e3ke - g2k
> o= 42K ¢34 = - ¢34 mit D € R\{0}

D> k+H=D-e3kt.k—D-e3kt.H
D>D-e3t-H4+H=D-e3% .k —k
-)(D-e3’“+1)-H= (D-e3* —1)-k

—1
D- e3kt+1

=2 HQ) =
. D-1
limH(t) = — k=0 =D =-1
t—0 D+1

kt _ k
-)H(t)—i kzﬁ.k

—e3kt4q e3kt_1

-3kt
(damit folgt dann auch: hm H(t) = 11m ﬁ k= ﬂ k =k, die Konstante k = / i glbt also an, an
welchen Wert sich H auf lange Sicht annahert)
S =_ Y2 gy = [ — 232 = _
51 7= \/?-)\/Fdr— bdt=> [rY?dr = [—bdt > rit=—bt+C
3 3 2/3
> r32=2(bt+0) D)= ((C-bD)

2/3 23
mit r(0) =10 > 1, :GC) ')SC—r(f/z-)r(t) _( 3/2 %bt)

5.2 Die Gleichung (*) muss immer gelten, insbesondere fiir t = 0. Setzt man die Anfangsbedingungen ein,

folgt: C = —G mrmE und damit dann 7 = —V2GM ’rir_r bzw. nach TdV: :r dr = —/2GM dt
0 0

o~ T
= rro-) 2o —1) =11y P Zr +19r = Z%1y P T = i I = 227
z= To— z 0 - 0 z 0 =2z 0 - 2+T0 -0 ZZ+T0 - (ZZ+T0)2
221§ _ ( )’ _
2>z (22+r0)2 V2GMt+D > [z- 2+r dz = —V2GMt + D

(18 U
>z 22+r0)+f Fi—dz = —2GMt + D

_ iz 78 2\ = _V2eM _ 2 Z) o _YM
> pry +\/r_oarctan (Jr_o) = —V2GMt+ D => pry + arctan (\/r_()) = t+D

T o \/T
—rV GM GM
> 27 +arctan< r>= 2 t+D-) +arctan< r>= Z2t+D
To—T+r0 To—T TO—T+1 To—T



(r-—ro)
—L+arctan</ . )= /ZGMt+D
r+(1o—T) To—T
-)——“r(ro_r)+arctan / /ZGMt+D-)— ’L L +arctan d )=— 263Mt+D
To To ro 1ro—T 75

firt - 0 folgtr>ro>==D > — (1 ——) + arctan ( d ) = — 263 t+=
2 To To To—T Ty 2
3
firr=0: 0=-— /263 t+-Dt, =m |2
1 2 8GM
. d __dr do
6.1 Kettenregel: Er(w(t)) =20
auBerdem gilt laut Aufgabe: L = mr2 22 ——> 22 L
& gabe. dt dt  mr?
Setzt man das oben ein, folgt sofort die Behauptung —r(go (t)) = % W Dies ist dasselbe wie 7, wir

konnen es also sofort in die gegebene Differenzialgleichung einsetzen:

2 2
1 dar L L mM
Zm (——) ¢ =F.
2 do mr? 2mr2 T

Nach Auflosen der Klammer und Zusammenfassen folgt dann die behauptete Differenzialgleichung

2 [dr\2 12 mM
(—) —¢M_f
de r

2mr#4 2mr?2

. , L . d . .
6.2 Trennung der Variablen: Zunichst isolieren wir i auf der linken Seite,

12 (ﬂ)zzE— 12 -|-Gmr_M

2mr* \de 2mr?

dr\?2 __2mr*E 2, 26m2Mr3
L2 L2

de

(Eigentlich brauchte man wie iiblich +

das Minuszeichen keine anderen Bahnen ergeben.) Trennung der Variablen fiihrt dann zunéchst auf

dar
\/Zmr"E ,,26m2Mr3

= do.

L2 ' L2
Vergleichen wir das mit dem gewiinschten Ergebnis, so sehen wir zunichst, dass vor der Wurzel 2
stehen soll und die Potenzen von r unter der Wurzel andere sein sollen. Das erreichen wir einfach, indem

wir unter der Wurzel r* ausklammern und daraus dann eben die Wurzel ziehen,

dr — dQD dr

2 2
r4<2m _i_l_sz M) r2 (2m _i_l_sz M)
L2 12 L2r 12 2" [2r

Im dritten Summanden erkennen wir nun genau den Kehrwert der gegebenen Abkiirzung p, wir haben

=do.




also, wie behauptet, die Gleichung

dr
2 [(2Zm__1 Z_)
r (L2 r2+pr

63 r= % fihrt auf dr = — %. Setzen wir beides ein und kiirzen erst mal ein wenig:

= do.

_P
) du

—-d
p? (ZmE_ﬁ_l_Z_u) ¢ ’(ZmE_£+Z_u) ¢
w12 p2 p2 PU\1Z 2732

aullerdem konnen wir das {ibrige p im Nenner noch unter die Wurzel ziehen und weiter kiirzen:

—-du —du
—dp = —  —dg.
2m u? 2u 2mEp?
22 B 22 p 2
p 12 pz pz 12 —u“+2u

Unter der Wurzel steht nun ein quadratischer Term; es sollte bekannt sein, dass in solchen Féllen

quadratische Ergidnzung weiter hilft. (Dass man das machen sollte, legt auch das gegebene Ergebnis

nahe!) Machen wir das also:
—du

2
\/%—(uz—zwl—n

—du

2
’%— (u?-2u)

= —du =dp = _du =dg.

JZ”L’ipZ—((u—l)Z—l) \/2”;—”;”2+1—(u—1)2

=dp = =de

2
zmip + 1 folgt also tatsdchlich
L

Mit der gegebenen Abkiirzung €2 =

—du =d
Jez—(u—-1)>2 = ag.

6.4 u = gcosz+ 1 fiihrt auf du = —esinz dz. Setzen wir beides ein,

esinzdz esinzdz

v &2—(gcosz)?

Unter der Wurzel konnen wir nun das €? ausklammern und daraus dann die Wurzel zichen,

=dp = = = d¢.

82—82 Ccos* z

esinzdz —d — sinzdz —d
£2(1—cos? z) ¢ &y 1—cos?z s

Nun koénnen wir unter der Wurzel noch den trigonometrischen Pythagoras anwenden und erhalten

schlieBlich eine sehr einfache Gleichung,

esinzdz e sinzdz
=dp = =dp = dz=dop.
ev/sin? z 4 gsinz 4 4

Dies konnen wir sofort integrieren zu z = ¢ + C. Damit folgt
u=¢ccosz+1l=ccos(p+C)+1

und daraus wiederum das behauptete Ergebnis,

p p
r=—= .
u ecos(p+0C)+1

Schliefslich noch die versprochene Herleitung der in 5.0 gegebenen Differenzialgleichung. Es geniigt, sich
die kinetische Energie anzuschauen, die potenzielle Energie ist ja dieselbe wie in Aufgabe 4. Zundchst muss



man sich klar machen, dass man bei einer Bewegung in mehrere Richtungen die kinetischen Energien in alle
drei Richtungen addieren muss,

_1 2 . 1 2, 1 2
Epin = 2 Mux + S mvy + S Mz,
und dass man das dann kurz schreiben kann als

1,
Epin = Emvz.
Um weiterzukommen, brduchte man Methoden aus dem Studium — oder man verwendet einen Trick, auf den
man aber eben auch erst mal kommen muss... wir fiigen ,,mal 1 ein und verwenden auflerdem, dass ja der
Betrag jedes Einheitsvektors gleich 1 ist. Der Einheitsvektor, der wir hier verwenden, zeigt vom
Zentralkorper zum Korper auf der Bahn, also in Richtung des Vektors 7 (,,radial ), deshalb nennen wir ihn

_
e,:

1 - 1 —2 -
Egin =;m-1-9% =-m-&" - 9%

Nun verwenden wir eine Formel, die man eventuell aus der 11. Klasse (noch) kennt:
507 > -2 N -2
a*b*=(dob) +(dxb)

damit folgt hier

1 — - — -
Ekin = Em ' ((er ° U)Z + (er X U)Z)'
Der erste Summand gibt nun den Teil der Geschwindigkeit in Richtung von e, an, also den Teil des
Geschwindigkeitsvektors, der zum Zentralkorper hin oder davon weg zeigt, spricht: der erste Summand gibt an, wie
7

schnell sich der Radius veriindert, e, o U = 1. Im zweiten Summanden verwenden wir zundchst e, = p

- 2 522
2l (2a (T ) ) = L2 o MmO
Epin = Zm(r + (r><v) )— Smr + oz
AufSerdem gilt vV = @ X 7 (wobei @ ein Vektor ist, dessen Betrag die momentane Winkelgeschwindigkeit ist
und dessen Richtung jeweils momentan senkrecht zur Bahnebene steht) und damit
1 .o mEX(@XT))?
Eyin = ;mr* + —————
Dieses doppelte Kreuzprodukt muss man nun auch noch vereinfachen, was auch nochmals eine lingliche

Rechnerei ist. Verwendet man in der Rechnung, dass @ L 7 ist, vereinfacht sich allerdings einiges, und es
bleibt schliefslich

1, m(&lF®)? 1, mrte?
Ekl-n=§mr +T=§mr +T.

2
Mit L = mr2w, also r*w? = (%) , folgt dann endlich die angegebene Differenzialgleichung.



T @3 n) = =2 ) =2 () = (- (5) o ()

nm zsin(w) n?m?
:(_) xR ~ R?

P (%)

einsetzen in die Differenzialgleichung:

n’m?
R2 P (x) = € Pp(x)
. n2m?
Daraus folgt sofort, wie behauptet, € = —
. (nnR
. Sm(T) sin(nm) S . . . .
Randbedingung: ¢, (R) = = = 0, weil ja n genau die Nullstellen der Sinusfunktion sind.

R R

" kx\ '’ kx ka\ "\’ kx kx\'
(b)—i(x'll’(x)) =—%<x-e“7) =—§<x’-e“7+x-(e_7>) =—l(e_7—%-e_7)

X
o (R R (R R (B RC)
_ _%(_z.e—%r (_5+k2_x).e—’;—") _ _1(_k+'i_x).e—’;—"

R LT L e SLe)

einsetzen in die Differenzialgleichung:

k. kz. k e .
= () =7 @) — () = & P(x)

Daraus folgt sofort

k2
- W) = e p(),

. k?
also, wie behauptet, € = — T

zu Anmerkung 1:

sohstistE =L 22,2 =+ %2 20,2y 1 5 X,
Zundchstist — = —/x? + y? + 2% = T o x“+y“+2z°) = —-* 2x = —; genauso folgt
d
& Zynd L =%
dy r dz r

.. . d d dr d x . .
Damit ist dann mit der Kettenregel — Y(rx,y,z) = - Y(r) - = Y(r) - — und weiter mit der

Produktregel und der Kettenregel

d? _dd xy _dfd x d d x
Flp(r(xiyiz))—a(alp(r);)—a El[)(r) ;+ El/)(‘l‘) a;



Genauso folgt

d B d2 yZ d 1 yZ
dy? Y(r(x,y,2)) = d—I/J(T) el b Y(r) .<;_r_3>'

dz d2 Zz d 1 Zz
- (o) e o)

und damit insgesamt

ddzz W(r(x,y,2)) +ﬁt/)(r(x Y,2)) + IIJ(T(x ¥,2))
=(:—;¢(r)>'<f—z+)r/—z+:> < W )) (l—i—§+;—i—2+%—i—i
=(j—:zzp(r)>-—xz+f§”2+ (%¢<r))-(§——xz+i§+zz)
=<;—;¢(r))':—z ( wm) (%—:—Z)

22 1y _ %) | 2 dyr)
=ﬁw(r)+( G )) (C-2)= +2

r dr? r dr '’

wie behauptet. Andererseits ist mit der Produktregel

dyp(r)

O pm) =19+ —

also weiter mit der Summen- und der Produktregel

_ AP _dp@) | dpe) @) dp) |
(r () = —<w<>+ dr) Sl T e =2

und damit schlieBlich tatsdchlich

_d2¢(r)+2d¢(r) _dxp dp  d*

1d2( ())_ N
rdrzrlpr BT r dr  dx?  dy? dz?

zu Anmerkung 2:

d*(r)
+r:

dr?



n-1

J n! ;
= j
n() = e 7o 1_0< ) —i—DyIG+ O
n-1 j |
n: ,
= Jj+1
= x-Pplx) =e 271 JZ(;( )(n D (]'+1)!x
Mit der Produktregel ergibt sich dann zunéchst:
, ok ke RO kY n! "
. - - 2n - -
(x-n(x)) = —5eom Z)( n) m—j—DIG+ D"
]=
kv e n!
7 - —— ’ i J
e Z}( n) B EE T A
]:
und weiter, wieder mit der Produktregel,
n—1 j
= n i+
(x ll)n(x)) e 2n ]_0( ) (n—j— 1! 0+1)I
n-1
k _kx ky\’ n! ) j
T ,0<__) B EE TR A
j=
n-1 i
k _kx ky’ n! , i
—_——p 2n - —_—
me 0( ) S EE I A
]=
n-1
_kx ky\’ n! _ i1
e <__) O S A

1

-
1l

Vorsicht: Die letzte Summe féngt bei nun bei j = 1 an, denn fiir j = 0 ergibt sich ja 0.

Die zweite und die dritte Zeile sind nun identisch, die konnen wir zusammenfassen; aulerdem konnen wir die
Briiche kiirzen mit den Faktoren (j+1) bzw. (j+1)j dahinter, indem wir ausnutzt, dass z. B. j+1)! =(G+1) j! ist:

K2 e o ky n! .
(- ()" __e E Z)(_Z) G DGO

k _kx o/ ky n! ;
—— e 2n- -
n® Z( n) m—j—Djij1>

=0
_kx = ky’ n! i1
+e 2n- (——) - — x/”
£\"n) == DG - ot
1 " kz _kx = n!
—Z(x- = —— 72
= x(x n (X)) a2 ]—0( ) (n—j—1!j l(]+1)l
k kx o ky nl o
—p 2n - - -
tae ;( n) m—j— D"

kx ky’ n! .
S
, n/ (n—j—DH{G-1)!



In der ersten Zeile steht jetzt bis auf den Vorfaktor genau wieder ,,(x), also:

1 n _ kz
_;(x ' lpn(x)) = _Wlpn(x)
n—-1 n—-1

k _kx Ky n! I ky/ n! i
—o o - - -1 _ - __ -
tae ™ Z( n) m—j—Dy° ¢ Z( n) m—j—DjiG-D"

j=0 j=1

Die iibrigen beiden Summen sollten wir noch versuchen zusammenzufassen. Es ist unschon, dass die erste
Summe bei 0 anféngt, die zweite aber bei 1; letztlich wollen wir ja wieder was mit 1 (x) haben, und da sollte
die Summe bei 0 anfangen. In der letzten Summe kommen alle j-Werte von 1 bis n-1 vor; dieselben
Summanden erhalten wir, indem wir j von 0 bis n-2 laufen lassen, dafiir in der Summe dann aber iiberall j+1
schreiben statt j:

n kz
__(x ' lpn(x)) = _Wlpn(x)
k ke o/ ky nl P A nl -
— 2 . R - J— 2 . R -
TR ;( n) O E j=0( n) m—j—2)!G+ Dyl

) ) k
In der letzten Summe klammern wir dann noch einen Faktor — —aus:

1 . n _ kz
_;(x lpn(x)) —_Wl/)n(x)

N k _12<_x nif( k)j n! -1 4 k _12<_x 722( k)j n! i1
—_ n- —_— —_ n- —_—
n® Z\"n m—j—Dijt"  Tr L\n (m—j—2)I(+ D~

Die letzten beiden Summen sind jetzt sehr dhnlich, nur noch in den Briichen stehen unterschiedliche Nenner.
Den ersten Bruch konnen wir aber mit (j+1) erweitern, den zweiten Bruch mit (n-j-1), und dann ausnutzen,
dass (j+1) j! = (j+1)! und (n-j-1) (n-j-2)! = (n-j-1)! ist:

1 . n _ kz
_;(x lpn(x)) —_Wl/)n(x)

n-1 -
k J 1(f k
ot S D ko
n n/ (n—j—DI{G+ D! n £

2

- <_E)j m-—j-1
4 - (m—j—DIG+ D!

~

AuBerdem geht die erste Summe bis j = n-1 (wie sie ja auch soll, wenn wir wieder ¥ (x) haben wollen), die
zweite Summe aber nur bis j =n-2. Das macht aber nichts: Den Summanden mit j =n-1 kdnnen wir problemlos
addieren, weil wir filir j = n-1 im Z&hler dann (n-(n-1)-1) = 0 stehen haben, dieser Summand ist also einfach
0 —und Null kdnnen wir ja einfach addieren, ohne irgendwas zu édndern! Also ist

1 . n _ kz
_;(x lpn(x)) —_Wl/)n(x)

=k n! (j + 1) ok ke o kY m(—j—1) -
:0<_E) = DG+ TR j:0<_ﬁ) Y EO Tk '

Juy
3

n

~.

Jetzt konnen wir die beiden Summen zu einer zusammenfassen:

1 . n _ kz
_;(x lpn(x)) —_Wl/)n(x)

n—1

k _kx ky’ n! (j+1) nl(n—j—1) -
tae ™ Z(_E) ((n—j—l)!(j+1)!j!+(n—j—1)!(j+1)!j!)x] '

j=0



o k? ke o Tni(j+1) +nl(n— j-D
- e Y (<)

S

: n/  (m—j—-D!IG+ D!
Jj=0
k2 ke O k@D (-j-1)
=—W¢n(X)+£e 2n - £, (—E) (n—j—DIG+ D!
k2 kx - J nl-n i1
- 421/’"("“"6 i ;=o< ) —j—DIG+ D

Das nun iibrige n im Zéhler kdnnen wir mit dem —vor der Summe kiirzen, auBerdem schreiben wir x/~1 =
1 . 1 .
;x’ und ziehen das ~ vor die Summe:

2 n-1

1, vk ko _kx ! n X
—;(x lpn(x)) ——mlﬂn(x)‘F;e ne =0< )(n ]_1)1(]+1)|]|

~.

Damit ist das Ziel erreicht — wir haben wieder 1,,(x) selbst gefunden! Es bleibt letztlich nur {ibrig:

1 w k2 k
_;(x ) lpn(x)) = _mwn(x) +;¢n(x)

Wenn wir das nun in die Schrodinger-Gleichung einsetzen, ergibt sich

_ k? k k _
= _Wlpn(x) +;l/)n(x) _;wn(x) =g Pp(x),

2

also schlieBlich, wie behauptet, £, = — .



