Ableitungen der Sinus- und der Kosinusfunktion

Fiir die Ableitungsfunktionen von sin und cos schreiben wir im Folgenden sin’ und cos’. Nach Definition
der Ableitung gilt dann zunéchst:
sin(x + /1) — sin(x) cos(x + h) —cos(x)
h h
Nun kann man zunichst die Additionstheoreme benutzen, um dies folgendermallen zu schreiben:
sin’(x) = lim sin(x) cos(/) + cos(x)sin(/) —sin(x) und cos’(x) = lim cos(x)cos(h) —sin(x)sin(/) — cos(x)
h—0 h h—0 h
Die Briiche kann man dann folgendermallen als Summen von jeweils zwei Briichen schreiben:

cos(h)—1 sin(h) vin s cos(h)—1 .
— Tj und cos’(x) = }ll_r)%(cos(x)——sm(x)

Durch Anwendung der Grenzwert-Rechenregeln kann man dies dann umformen zu:
cos(h)—1 sin(h)
h h

sin’(x) =lim und  cos’(x) = lim
h—0 h—0

+ cos(x)

sin(h))
h

sin’(x) = }lirré(sin(x)

sin’(x) = sin(x) - lim + cos(x) - lim
h—0 h—0

cos’(x) = cos(x)- }%%}’)_1 ~sin(x)- lim %(h)

In beiden Termen stehen nun jeweils dieselben zwei Grenzwerte; da sie nicht von x abhéngen, sind dies
konstante Zahlen:

ki = lim S -1, ko = lim S0
h—0 h h—0  h
Es ergeben sich also die beiden Gleichungen
sin’(x) = ki1 - sin(x) + k2 - cos(x) und cos’(x) = ki1 - cos(x) — k2 - sin(x)

das heif3t, die Ableitungsfunktionen von sin und cos sind jeweils Linearkombinationen von sin und cos
mit noch unbekannten Konstanten ki1 und ko. Schafft man es, diese beiden Konstanten zu berechnen, so
kennt man die Ableitungsfunktionen von sin und cos.

Dafiir beachtet man zunéchst, dass diese beiden Gleichungen fiir jeden x-Wert gelten — also speziell auch
fiir x = 0. Setzt man x = 0 in beide Gleichungen ein, so ergibt sich:

sin’(0) =ki - sin(0) + k2 - cos(0) =ki - 0 +kz- 1 =ko

cos’(0) =ki - cos(0) + k2 - sin(0)=ki - 1 + ko - 0=ki
Die Konstanten ki und k2 geben also genau die Ableitung (also die Steigung) von cos bzw. sin an der
Stelle 0 an. Betrachtet man die Graphen von sin und cos, so ist zu vermuten, dass ki = 0 und k2 = 1 gilt;
dies wird im Folgenden gezeigt.
ki = lim S8 =1

lim kann man direkt berechnen: man erweitert zunichst den Bruch mit cos(h) + 1 und
5

benutzt dann die dritte binomische Formel; dies ergibt:
— 2 —
ki = lim (cos(h) 1)(cos(h)+1) _ i <08 (h)—1
>0 h(cos(h)+1) 10 h(cos(h) +1)
Den Zihler schreibt man mit dem ,,trigonometrischen Pythagoras® sin?(h) + cos?(h) = 1 um:
a2 . . . .
ki = lim sin” (h) ~ lim sin(h)  sin(h) m sin(/) im sin(/) :
h—0 h(cos(h) + 1) =0\ h  cos(h)+1 =0 h  h>0cos(h)+1

im letzten Schritt wurde der Grenzwertsatz fiir ein Produkt benutzt.
Es ergibt sich also:

ki= —ko - lim—SnD)_
h—0 cos(h) +1

Wegen der Stetigkeit von sin und cos kann man dies nun einfach durch Einsetzen berechnen:

ki=—k, - sin(0) =—k2-L=O
cos(0)+1 1+1



Wie bereits oben vermutet ergibt sich also ki = 0.

Es bleibt die Ermittlung von k2 = }11_133 sin}fh) . Wir wissen schon, dass gilt: sin(h) <h und tan(h) > h.
Daraus folgt, indem man beide Ungleichungen durch h > 0 teilt und die zweite mit cos(h) multipliziert:
sin}fh) <1 und sin(h) > cos(h)
Damit ergibt sich fiir den Grenzwert:
}g%%(h) <1 und }g%%(h) > Lli% cos(h) =1

sin(h)

Die Konstante k> = £1rrol muss also gleichzeitig kleiner oder gleich und groer oder gleich 1 sein —

also folgt k2 = 1, wie oben bereits vermutet, Damit ergibt sich also endlich fiir die Ableitungsfunktionen:
sin’(X) = cos(X)
c0s’(x) = —sin(x)

1) Mit der Kettenregel folgt:
\sin’(ax + b) = a-cos(ax + b)\ und \cos’(ax + b) =—a-sin(ax + b)\
2) Fiir die zweite Ableitung folgt: sin’’(x) = —sin(x) und cos’’(x) = —cos(x) beziehungsweise allgemein
sin’’(ax + b) =—a?sin(ax +b) bzw. cos’’(ax +b)=—a’cos(ax + b)
Die zweite Ableitung ist also jeweils gleich einer negativen Konstante mal die urspriingliche Funktion!

Man sagt, sin und cos erfiillen die Differenzialgleichung
f7(x) =—a’- f(x)

a) harmonische Schwingung
b) gleichformige Kreisbewegung (Radius r): Fiir einen Punkt auf dem Kreis, dessen Ortsvektor den

rcos(p)

Winkel ¢ mit der x-Achse einschliefit giltx :( .
7 sin(¢)

j. Bewegt sich dieser Punkt mit der

Winkelgeschwindigkeit @ und ist zum Zeitpunkt t = 0 auf der x-Achse, so ist ¢ = ot, also
. [rcos(wt) —rosin(Q)

. (rsin(a)t) j '
Wie man leicht nachrechnet, ist Xxov = 0, die Geschwindigkeit steht also senkrecht auf dem
Ortsvektor und ist damit tangential zum Kreis. Die Momentanbeschleunigung ist die zweite

j. Die Momentangeschwindigkeit ist die erste Ableitung: v = X :(
r @ cos(p)

— rew?* cos(@)

Ableitung der Position, also: a =X :[ J:—wzfc. Die Beschleunigung zeigt also

— ro?sin(p)

immer zum Kreismittelpunkt und hat den Betrag a = w’r.



